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RESUMEN

Se nlantes uns. generalizecion 8 prohiems: del visjanie (GTEP), analizando su
complejidad. Se proponen disintas soluciones aproximadas haciendo uso de ia heuristica de
Christoticies, 18 estraiegia Greedy, una exension ol Tree-Algorithm y € metodo de Locsl
Search.
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RESUMEN
Se plantes una generalizacion al problems del vigjsnte (GTSP), analizends su
complejidad. Se proponen distintas soluciones aproximadss haciendo uso de la heunstica de
Christofides, l2 estrategiz Greedy. une exiension al Tree-Algorithm vy el metodo de Locsl
Search.

1 - INTRODUCCION

Los probiemas combinsiorios pueden ser resuelios de una manera basiante
sencilla con algoritmos exponenciales. En I practica, la mayoria de esos algoriimos terdsrian
miles o millenes de afios en haliar |2 solucion optima, sun en las computadoras mas poderbsas.”

Seria ideal encontrar algoritmo: mas veloces gue resueivan £505 mismos
problemas, pere en muchos Cas0s SE s0spechs gue dichos algoriimos no exisien. Es por eso,
que se intenta encontrar algonimos gue ablengan soluciones apm)dmadas nue no disten
demasizdo de la optims. Para esto exsten diversos metodos y tecnica

Er este frebajo. se prezente una generslizacion a} problema del visianie
{GTEH. gue posee ias carsclensiices mencionsdas.

En el capilule 2 se plent=a e! problema y se propone un modele viifizando
orafos. En el tercer capiluio se inroducen algunos mna’:pi& sobre complejidad v se esiudis en
particular 13 del GTSP. Ei siguientz capiiuic muestra el algoriimo exponandia! qus resuelve gl
problems. En e cepiulo b se pfesenian ios ¥=e slgorimos pmmnmfmf dessrrollado: pors
hallsr solucione: sprovimadaz 8! GTSP. Finalmenis, se inroduce s lecnica de locs!l search,
aplicendola al GTSP. exponiendo ademss algunos resullados iecricos oblenidos.

2-EL GISP

- FLANTED DEL PROBLEMA

{na empress debe vendsr sus ¢
del pais, v dispone pare ello de N visla

tes nus 5 ia 1
5 GUE viven i la misma ciud

& recorrer, 3in determinar cusles

ciudades, perc un vigjerie no podrs

vigianiz o por el mismao.

Se guiere determingr uaﬂ

manera que |2 suma de Izs distancizs reco
SATE

2.2 - MODELD

£n principio el modsic maz nal i
Har 9], donde ios nodos represenien clydades y i 08
acceder desde une cludad s cualguier oira, por 1o gue el graip
Cade arco fiene ademas a3 :
ciudsd 5 otra. Notsr que Ia distancia de la ©
Alviajenie i se le asigna un numFrE K dac
Resolverel 3TEPes dar s
forma de hacerio.

osio, que repre
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Notacion:

G=(V.c} grafo completo con #V¥=K

AenRE*Fialque & = Ay A;;=infinito, peratodoi= 1. K (matriz de cosios)

VincluidoenVy#V =N {ciudades donde viven
los visjantes)

los nodos de V' estan numersdos de 1 aN

sumaloriaK; =K ; K »=1paraiodoi=i. N

Uns soiucion sera una particion de V. P ... Py, cads P asociado a urn A; tal
que:
i) A; incluido en E paratodoi
i!} A; lﬂ.,‘ ={} --es = i=i
if) #P, = K;
i) Para lodo e={v;. v;} perleneciente 8 4; v, . v; pertenecen a P,y axislen unicas u, , u;
en P, (uy< vy, up <> vy)tales que {uy, vy} v {vy., ug) perienezcan a A, .
Tal vez resulte coniraintuiivo que is diagonal de ls mabiz de costos conlengs
infinito, pero es la forma en Is que se indica que un arco no puede uliizerse, ademas este
planteo es wlil para algunas de las soluciones que se presentan.

Se podria pensar que el problems se reduce a buscsr el caming hamiltonisno
de costo minimo de longitud Ky, luego el de fonagitud Ky en el grafo resuliante de & menos los
nodos del primer ciclo, v asi sucesivamenie, es decir, 8 resalver N veces e! problems del
viajante. :

Lamentablemente hsy contraejemplos, es decir grafos en los cuales ef
algoritmo insinuado no da la solucion optima

3 - COMPLEJIDAD
3.1 - ALGUNOS CONCEPTGS SOBRE COMPLEJIDAD

La clasificacion de Ios problemas se ha deducido de las sclusies conjeturas
sobre 3 existencia o inexistencia de algoritmos pofinomicos para resolverlos. Los problemas
“"dempstrablemente irresolubies” son sguelios para los gue no puede haber mingun lipo de
slgorimos, Ios “"demostrablemente dificiles” solamente tisnen algoritmo: de tiempo
exponencial.

Los problemas para los que s& conocen algoritmos de tiempo polinomico e
azignan a la clase P. Ei carscler de tos demas problemas &5 menos seguro solamenie se
conocen sigorimos suyos de Hempo exponencial, pero no este demnstrads {a inexsistencia de
slgoritmos polinomiczs.

Esios ultimos problemas se asignen & {85 clases NPy co_NP. Los prohlemas de
ia clage NP == podrian resolver con suevie en temipo polinomico por anteo. La clsze co NP
contiene todos los problemas cuya solucion es s disyuniive "si® o0 "no” v cuyas versiones
compiementariss “no” o "si" pentenecen ala clase NP Ls ciase NP_completa es un subconjunio
de la clase NP compuestz por los problemas gue tienen la siguiente propiedad: si uno de eflos
pudiera resolverse medianie un algoriimo de tiempo polinomico, enfonces todos los demas
problemas de 18 clase NP.podrian resolverse en iempo polinamice. El descubrimiento de un tal
algoritmo seria demosiracion de que las clases Py NP son identicas.

Para que un probleme forme parie de la clase NP no es preciso que exists un
metodo eficiente de responder las preguntas sfirmative o negativamenie. Lo que e quiere &5
gue cuande |z respuests sea afimative existe un melodo breve y convincenle que ast fo
demuestre.
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Al parecer todos los especislistas en ciencias de la computscion estsin de
ac:um'c'o aciualmente en que los algoritmos cuyo-{iempo de ejecucion Crece exponenciaimente
en funcion del tsmano de la entrada carecen de valor praclico. Oivo punto a tener en cuents es
que la rapidez de un slgoritmo es propiedad intrinseca de! mismo, y es independiente de 1a
maquina gue o ejecute fLePa 78). .

Puede parecer grotesco definir un metodo matematico en terminos de felices
ideas y anteos afcriunados, pero no obstanie.es un metodo perfectamente Izgitimo de precisar
cuales son los problemas que perienecen = la clase NP. En leoria se podria incluso mecanizar
el procedimiento construyendo un artificio denominado "maguina de Turing no deterministica”
Este dispositivo puede efectuer todas las funciones de una maquina de Turing deterministica,
peroc ademas en algunos punios, puede 2legir de mas de una manera cual va a ser la etapa
siguienie. La clase NF de lo: problemas nodeterministicamenie polinomicos esta formada
precisamenie por aquellos problemas cuyos casos particuiares de soiucion sfirmativa podrian
ser identificados por maquinas efecluando una sucesion relativamenie breve de compuios por
tanieo. Se considera que si la maguina no "adivino” comectamente, &l iempo invertido hasia
ese momenic no se toms en cuenls, y se vuelve hacia el punlo de partida ohMidandcse de lo
ocurrido. Esto tambien se podria explicar en los siguientes terminos: cada vez gue se llega s
una solucion no safisfactoria, se hace backlracking y s= resta sl t!empn de ejecucicn tota! squel
gue fue ocupado en el camino hacia dicha solucion.

Lafrase “algoritmo nodeterministico” fue propuesta por Floyd en 1967. En estos
sigoritmos Floyd alude ai uso de la funcion “choice” para simplificer ia descripcion exhaustiva
en esirategias de busgueda. En el ano 1970 Fikes describe un sistema completo de resolucion
de probiemas en el cus! esio: son especificados en un lengusje procedural gue permite el uso
de las funciones choice nodeterministicas. Para que ello ses posihle tambien se introdujeron los
conceplos de “succes” y "lailure”, donde "succes” hace exiloso sl sigonimo y "failure” indica
un fracase. De esta maners, un algoritmo nodeterministico puede pensarse como un algoritmo
gue realiza copiss de 5i mismo al hacer un choice ¥ una copia “muere” si ejecula un failure, es
decir, sifalla [Nii 717 .

Se dice gue un problema perenece o la clase NF_HARD si fiene I siguienle
propiedad : no se sabe de su perienenciz a la clase NP, pero si fusra NP seria NE_completo.
Eslo guiere decir que es por lo menos lan complicado como un problems NP_complelo.

3.2 - ALGUNOS CONCEPTOS SOBRE OPTIMIZACION

DEFIRICION i: _

Un problemsa de optimizacion es un conjunio M de instanciss.Cada instancia ez
un par {F.c) .donde F e5 un conjunto de soluciones facibies y ¢ ez una funcion de cosip,
c:F-—->R '

DEFINICION 2:
Un problems de oplimizacion combinslorio (PGC} es une problema de
optimizacion ta! que paratodainstanciz (F, ¢} , F es finito.

De shora en adelante s= asume gue F y ¢ son dadss implicitemeniz en lerming
de dos algoritmos A;y A, ya gue la cantidad de soluciones faclibles puede ser muy grande.

£l algunimo A; . dado un chjelo combinalorial { v un conjunto 8 de
parametros.decide cusndo f es un elemento del conjunto F {g! conjunto de soluciones factinles
especificado por los parametros dados).

El algoritmo A, , dada una. solucicn feclible ty otro conjunto de parametroz 0,
devuelve el valor de c(f).

Una instancia de un POC puede ser definido en!unce° como la representacion
de los parametros Sy Q.

-80-



cjempio: :
femt ina instencia det problema de! vizjante con N ciudades tiene coma parametrc S
al entero N, y como parameiro G a la malriz simetrica de distancias entre ias distinias ciudades.
El algoritma A:, dado un objeto {y el parsmetro N, examinara cuando t es un tour de N ciudades.
Ei slgoritmo A, . dado un tour |y |a malriz simelrica de distanciss, celculs el costo cff; sumando
indss ias distancias atravesadas por el tour.

DEFINICION 3:
La version de opfimizacion de un FOC es aqueila gue dados parametos Sy Q
para los algoriimaos A.y A, encuentrs ia solucicn oplima factible.

DEFINICION 4
L= version de evaluscion de un PGC es aguella gue dados Sy G, encueniia e
costo de ia soiucion optima.

Bajo ia hipotesis que A. es un slgoritmo de tempo polinomico (el costo C no &5
dificil de compittar}, |s version de evaluscion no puede ser mas dificil que la version de
optimizacion, pues dada la solucion optims, hallar su costo solo llevs iempa palinomico.

DEFINICION 5:
La version de reconocimiento de un FOC es aquella que dados S,Q v un entero
L responde 2 la pregunts Existe una solucion faclible f en F ta! que cffj<=L?

i a version de reconocimiento &5 una pregunte que puede ser respondida por
Si o por NO. Responder esia pregunta no es mas dificil que resolver la version de evsluacion,
pues una vez resueliz ests, solo se debe comparsr el costo optimo c{f) con L y respondor Bl of
c(fy=L ‘

Por lo tanto cada una de las versiones de optimizacion, evaluacion y
reconccimients {en ese ordeny no e: mes dificil que las snteriores asumiendc gue cC es
computabie en iempo polinomico.

Cabe I pregunia Son iss tres versiones de ls misma complejidad?. Bajo ia
hipotesis de qus el costo-de una-solucion cplime-es-un-entero-cuyo logaritmo-esta scotado por
un polinomio en el tamafio de la entrada, se puede mostrar que le version de evaluacion puede
ser resuelia eficientemente cusndo se resuelve la version de reconocimienta. Pare mostrar esto
debemaos evalusr el costo optimo cffY) formulando s pregunta Es c(o'y<=L? para vanos valores
de L. Esto puede ser hecho mediante busgueda binariz v mediante la hipotesis ue log{c(f))
esta acotado por un polinomio en &l t'amaﬁq de = entrads, podemos hacer eficiente uso def
sigoritmo que resueive la version de reconocimiento para resclver la version de 2valuacion

No hay un meiode genersl para resolver Iz version de optimizacion hactendo un
uso eficiente de! 2igoritmo para la version de evaluacion, perc para algunos problemas esto se
pudo iacer.

3.3 - COMFLEJIDAD DEL TSP

Ei GTSP es una generalizacion de! problema dei visjanie (TSF), en ei sentido
gue ests planteadn para N viejantes v si N=1 es justamente el TSP. Por lo tanto como el
problema del viajante &3 NP_completo [Leps 81], el GTSP es por io menos NP_completo.
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Intuitivemenie ia complelidat oal GTEP apareca parf 4os iagcs:

1} Hallar ta particion optims gue cumpia las restricciones. Cada conjunio de la
parficinn reprasentara las cludades que debe visitar cada visfante.

7} Hallar dentro de cads conjunto de is particion, un caminc hamiltonianc de
coslo minimo; el camino que cada viajants debera recorrer.

TEOREMA 1:
Las versiores de evaluacion y de reconocimienio del GTSP  son
NP._COMPLETAS, la de opfimizacion es NP_HARD.

Demostracion:

Ls version de evaluacion e puede formular del siguiente modo: Dados N nodas

de un grafo de ¥ nodos, y numeros K > 0, con |2 suma de los K ; = K se fuiere hallar una
perticion de los K nodos en N subconjuntos, tal que cada subconjunto contenga uno y solo uno
de ios N nodcs, y tal gue cada subconjunio contenga K ; nodos. Liamemas a esta condicion que
panemos 2 1a particion condicion Cond_part.
: El siguiente algoritmo nodeterministico resuelve el problema en tiempo
polinomico. Este algoritmo falls. si en el grafo dadc no &5 posible hallar la-parficion que cumpla
las condiciones o i no hay ninguna solucion de costo menor o igual que L, y tiene exilo si existe
una solucion de cosio menor oiguala L
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Procedure YIAJANTE GENERALIZACO{ G=(V.EV:GRAFC, LENTERD),
var

{ ¥ es el conjunic de los nodos del graio }
conj, aux_conj.cenjunio de cnn;untog de nodcs;
aux_V vertnode;

hoolhoolean;

costo:ENTERT;

begin
aux_Y-=choice(¥};
¥=¥-aux;
conj:{{aux}};
while V <> {} do
hegin
vert=choice (V).
bool:=choice{{rue,ialse});
it bool then
hegi»
conj:=coni U {vert};
end
else
begin
aux_conj =choice (conjj;
Conj=Conj-aux_coni;
aux_conj.=aux_conj U {vent},
coni=conj U aux_conj;
end:
V¥-=Y-vert:
end;

{se ebiuvo una particion del conjunto de nodos del-arafo.-en conp

if Cond_part then
begin
asto:=0;
whxle conj <> {} do
hegin
aux_rconj = choice(con));
costo:= costo + EVAL TSP(SUBL:RAFO EXPANDIDO(8ux_can))};
Conj:= Conj-aux_conj;
eng;
end;
eise fallure;

if costo <=L then succes
else failure
end;

—

E: senciiln obzerar que este algoritmo es polinomico. La primey parte, que
naita la particion. ejecuta K Liolos, va fue en cads ciclo rebva un nodo del conjunto de veriices y
tering cuando el conjunto esta vacio
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La segunda parte €3 del orden de la cantidad de conjunios de is pariicion, este
numern &5 igual al numero de viajantes que 2sta acotado por la canfidad de nodos del graio, es
decir por Ky, pars cade conjunto, s realiza ia llamada 8 £¥AL_7SFque es polinomico. Luego,
el algoritimg 25 polinomico. )

F¥4i_75P es un sigoriimo que dado un grafo (en este caso el subgrafo
expandidc del conjunto de nodos pasados come paramstros) devuelve el costo de fa solucion
optima. Este aigoritno es polinomico, ya gue el problema del \najante penenece a WP
{nolinomico no deterministica).

Como el probleme dal visjanie es un caso particular de este, y €l pmb!ema dei
viajarle es NP_COMPLETO este problema es por lo tanio NP_COMPLETO (en la version de
recohocimiento). . . .
Por io argumentado mas arriba, dado que la version de reconocimiento del
GT8F es NP, tambien lo 23 en su version de evaluacion. Laides es la misma, ¥ pESE & N0 S8F una
pruebza formal Io expuesto es suficienie para decir gue el GTSP es enfonces NP_COMPLETO,
aun en su version de evsluscion. Es sencillc hailar un algoritmo polinomico gue dads una
solucion calcule su costo. )

Pare complelar o demosiracion, por i0 va sefialsdo, es convenienie sdemas
pedir las siguienies condiciones:

1} Los costos de las soluciones factibles al problema tienen une cota superior.
£sis coia debe ser una funcion polinomica de |a enlrada del problems, en nuestro ejemplo. el
rumero de nodos. Este es posible teniends, por ejemplo, une cola sl cosio de un arco. Siesta
cota es H se puede acotar el coslo de la solucion por :

N
H#*suma K
':‘

Este numern a suvez es menor que H # N 2, ya que el numero de visjantes es
menor gue ia cantidad de nndm del grafo (BV' < # V).

7} Lot costos de ias soluniones d=ben ser enteros. En reslidad, aloanza .:r_xr
pedir gue ios costos sean d;screhzables en la prachice esto siempre sucede, ya que jamas
frabaja con un numers no acotado de decimeles. Por lo ian?o siempre podemos pensar a im
coslos como enteros.

La vewmn de optimizacion es NP_HARD, ya que Frivisimenie. si fuera NP seria
NP_COMPLETO, por ser &l viajante un caso '}arin_.uiar de ella.

4 - SOLUGION EXPORENCIAL AL GTSP

Como en todo POC existe una solucion trivisl, y consisie simplemante en
explorar exhaustivamente todas las posibiiidades.

‘Se hallan todas las particiones. posibles del conjunto de cludades tal que 2
cardinai de los conjuntos de la particion sean la contidad de ciudades gue debe recorrer oada
vizjante )

En cada una de esias particiones, y para cada uno de los conjunios de ciudades
de cada particion, s& busca un caming hamiltoniano de costo minimo. Asi se ohiizne pare cada
particion un cosio que resultaria de sumer iodos fo: costos de los caminos hamillonianos
minimos hallados. )
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Diado un sigontmn que helia periicianes distinias de ui eonunto de cerdinal &
[NiWi 75], es muy facil agrenar resiricCiones tsles como

-la particion debe contener N conjunios.
-cada subconjunic | de la particion debe tener cardinal K -

De las K ciudades ,solo interesen aguelles de Iss gue no parie ningun visjanie
{estes son K- Nj. De elias se debe ver lodas las meneras de lomer K.-1 ciudades pars el prime:
visjanie {ya que la ciudsd de donde parie segura e va @ recorrer), K- para el segundo visjanie
v asi sucesivamente. Sillamamos CLr) &l numerc combinatoric tlomados de a ', &l numerc de
particiones que nos inleresan sone

CH-NL K1) ® O N- BT Ko -1 % ® Gl -1 Ky -1}
esle numero es precissmente

(K-N )i

(- *(‘w ?;
5 - SOLUCIONES NO OPTIMAS AL GTSP

—p

5.1 -AAZGNES PARE DISENAR ALGORITMOS POLINOMICOS

Ei 375 *z's" wmucho de ser solo un problems teorica. Esie probiems fiene un
nUmEers muy grands de sphcaciones, desds recorridos v waue* ha*ia :afess ge schaduling, v

Hvo es imporantie
-_-a‘uuanes ophma‘n hailen aigunaz

v necesano plantesr algoritnos mx; aumue 1o de 4
"buenag”

Dos tecnicas pueden ser usadas Zomo modo ge resciucion de problemas para
los cusles fo se conocen algoritmas pOURDMICTS:

1-Un problems O pars el gue ne se conoce sigoritme polinomico es
reempiazedo por un problems ' el cus! tiene un sigoriime polinomico conocido que lo
resuelye cuya solucion e sproximads a ls de Q.

2-Ur subconjusio relstivernente peguefio de posibles soluciones de G es
examinada usando un crfisrio de seleccion rezonable intuitivo y generalmente pobre. La ‘'meior’
de eslas solucione: polenciales es lomade camo solucion del probiems Q.
iHa 78},

5.2 - ALGORITMOE DE TIEMPO POLINOMICC PARA EL TSP

Fere el TEF ewisten slgoriimos que den soluciones apraximadsas en tismpo
polinomico. Enire estos sigoritno: se encuentran el GREEDY [AHU @3], e! TREE -
ALGORITHM, y &l de CHRISTOFIDES {Pap §2].
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DEFINICION &6:

Sea A un algoritmo de optimizacion con funcion de costo positive C, ses A otro
algoritmo giue da una solucion factible F'y ses © la soiucion oplims que da ei algoritmo A.
Diremos que A' s K-aproximado para A (K>=0) siy solo si

c{F)-c{F)
----------- =K

o)
TEOREMA 2: El algoritmo TREE_ALGORITHM es 1-aproximado [Pap 82].
TEORENIA 3: E! aigoritmo de Chnstofides es 1/2-aproximado [Bap 82].

TEOREMA 4
& menos gue P = NP no hey sigoritmos polinomicos e-sproimados pare el
problems del visjanie para ningun g > 0.

Exs necesario observar gue en los algoritmos no opimos cilados para el TSP, se
supone que los grafos sobre ios que se van a aplicer los slgoritmos cumplen la desigusidad
trigngular, dicho de ota forma, que los coslos de los arcos Genen les propiedades de la
distancia euclides. La desiguaidad riangular puede plentesrse como una restriccion ala
malriz de costos A pidiendo que A+ Ay, »= A, pare cualguier friplz §, |, k En sigunos casos
se pide lo desigusldad esiricla.

Este pedido, sin embargo, no se requiers pars probar g algoritmo (es decir,

~para que funcione) sino pare gerantizar que ta solucion ses "buena” en slgun senfido. Se pide
_gue sea k-sproximada (K finilc), © pov lo menos; en caso de no ser posible acolar la solucion en
funcion del optimo, gue en la mayoria de los casos de un resulado no muchas VBCES mMayor que
el optimo. I
Sin I propiedad de ia desigusldad Wisnguler es posible hallar grafos para los
cusles estos algovfmos encusnien una zolucion de coosio len grande COMO &8
Intuitivernente, basteria con derle a siguno de los arcos que =l algoritme elige en forma obligada
{sini=ner en cuenis sy cotln), un costo tan grande cOMO € Quiers.
Es inleresente mencionar gue en los casos en los gue se cumple esis
propieded, veliendo ademas el mayor estriclo, oosa gue sucede siempre con las distancias
suclidess, el circuito minimo resulta hamiltoniano, sungue no g2 lo exije.

) Agregar olras restricciones, como por ejemplo limitar 2l grado de ios nodos del
grafo no resulia demasiado ulil: . .

TECREMA &
) Ei problema de! circuite hamilionizno es NP-COMPLETO sun si ei grafo cumple
1a restricoion de tener nodos solo de grado cualrc o menoy.

TEOREMA &: ) .

El problemsa del circuite hamiltoniano para grafos con todos los nodos de grado

3 ez NB-COMPLETO .

[Pap 82]

o Pese a ser reslricciones muy fuertes que eliminarian la mayoris de las
aplicaciones, no ayudsn tanto como para que valga la pena adopiarias.
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5.4 - ALGORITMOS DE TIEMPO POLINOMICO PARA EL GTSP

La primer desicion tomads, es, entonces, restringirse 8 los gralos cuys matriz e
costo respete Ia desigusldad triangular.

5.4.1 - PRIMERA SOLUCION

La primera de estas soluciones fue una generalizacion del algoritmo greedy
para el TSP [AHU 83] que dic como resuliado un algoritme oreedy pars el GTSE. Eeie
algoritmo tambien esta basado en ing de Kruskal y Prim de busgreds de evholes evpandidos 2o
costo minimo [AHU 83].

1-Crear para cags visjente uns componente conexs que solo contenga a la
ciudad donde &l viva. .
2-Ordenar los arcos del grafo de menor s mayor.
3-Mientras exista algun vizjante ital que su componente enga menaos de K
vertices hacer:
3.1-Elegir s arisla L=0LV) tal gue: :
-y ¥ no esten en Is misma componente, ni en distintss (sin perdida
de generslidad U gste en una componentey ¥ no}
-Sea de coslo minimo
- Ne perienigzca a ninguna componenie
- grado{lf) <2 en ef arhini expandido
-La compaonente 8 la cual pertenece U sun admits vertices
3.2-kgregar ¥ & dichs componenie
3.3-Agregar L a dichs comnonenis
4-Agregar el arco que lorme un ciclo en cada una de fes componenies Notay
que esle queda univocamente determinado

5.4.7 - SEGUNDA BOLUCION

La idea consiste en haliar una perticion prometzdora de slguna maners, v luego pare
cada elemento de la porticion aplicer el TREE ALGORITHM,

1-Ordensy los srcos del graio de menar s mayor.

2-Colocar & cads nodo de V' en uns nueva componente.

3-Ir agreganda los srcos 8 las componenies hasts gue lodas tengan
ta cantidad de nodos desesds, es decir hasia que cada una tengs
cardinal K, usar fas siguientes restricciones:

3.1-Bi el arco une dos componentes distintas o
3.2-8i el arco une dos nodos de una misms componenie y forma
ciclo denro de esta o
3.3-8i el arco incorpora & is componenete un nodo y entonces
el cardinal de esa componente supera el numero deseadn i}
no se agregs el arce
3.4-cualquier otro caso, se agregs el ¥ se lo quile del conjunto de arcos a revisar

{se obluvo uaa parficion del conjunte de vertices del grafo,

y para cada conjuiito de la particion se obtuvo un arbol expandido T
de costo minimo}
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4-pera cada conjunto de la pericion hallada hacer: .
4 1-cresy un multigraio G donde por cada arco e=({x1 XyoeT
crear los arcos e'=ix1,x2) e"=H2.x1}. :
£.2-encontrar uii camino eulerizno de G,
4 3-encontrar un tour en dicho caming euleriano.

543 - TERCERA SOLUCION

Agui Ia idea lamhien consiste en haller una particion prometedora, perc lu=qa
pora cads elemento de ja pariicion apiicamos el algoritmo de Christofides. lospuntos i, 2y 3
son los mismos que antes. :

!

[eL]

i-2-

{ze obtuvo una particion del conjunto de vertices del grafo,
y para cada conjunio ds la particion se pbtuvo un arbol expandido T
ge costo minirac}

4-para cada conjunto de 1z parficion halladz hecer.

4.1-sea T'=ios verticas de T que tengan grafo impar.

4.7-enconirsr el minimo matching completo M en el grafo
compieto compuesto solamente por fos vertices T.

43-s2a G el mulligrafo con veriices={1.2,..n} y arcos=arcos de
T ysrcos de M.Motar gue ios vertices de G son lps mismos
cuz Ins del grafo original.

4. 4-encontrar un caming euieriano en G.

4 5-gncontrar en dicho caming suleriana un tour.

5.4 4- TIEMPC DE EJECUCION

Laires soluct

} z san oe orden OKC ).
Eltree algorihm es de orden 0¥} y el de Christofides es de O3 Pap 821
U5 cartidad de srcos en un grsio compieitc deXnodoses K s (K-1}/ 2=2
Ussndo estos resuliados se hallan los ordenes de cads peso de cadauno de los
slgoritmos presentados. ’

primera solucion:

{- (2N}, ya gue hay N vigjantes

2-0O(2 aiog 8 = O{ = ¥ log 8), es el iermpo necesario para ordenar una lista
de aelementos. :

3 - Ef cuerpo det Mientras g5 de orden O(8), y& que cads vez se busce
zecuenciaimente en la lisiz. En el peor caso, se dehers recovrer nda la lists
de & elemenios. Este cuerpo se ejecuta K veces, ya Gue Cada vez se agiegs
un srce v se termine cuando en ninguna components se nueden agregar mas
srcos, esto es, sumaictia {K.) veces y sumaioria (K } = K. Porle fenio e orden
es O * a). ;

4- (iN), va que hiay N componenies.

Eil arden de este primst sigoritmo es entences O meximo{ 2 * log i
G {maximo{ K2 * log K- K3y = O(K* ). e Trow Tl
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seqgunda y tercera solucion:

1-0O{a*ioga)
Z-0f0).

3- O{K#* a}, por o misiao que en el punto 3 de! algoritmo anierior.

Para cada elemenio de ia particion se aplica alguno de los dos algoritmes
prapuestos, por o tanto si un elemento de la particion tiene K ; vertices y el orden del TREE
ALGORITHM o del sigoritmo de CHRISTOFIDES es C(K ; ). el orden tolal es ia suma de ot
ordenes C{K; ).

Ern la segundz solucion el orden . folel e:  enionces
O{maximo{ K3, sumatoria K; ) = OK?), yaque K <KyN<K

En la tercera soiucion el orden total resufta Of maximo{ K* , sumatoria K, % =
O{K™, ya que los K son entzros positivos v por o tanto i sumalaria K ¥ <= K* .

6 - LOCAL SEARCH

Local Search es un metodo que sirve pars hallsr solucicrnes sproximadas 8
probiemas de opfimizacion. Consiste en haller una solucion inicial y & pertir de elis buscar
soluciones cercanas (en slgun sentido) que permitan mejoraris Al conjuntc de soluciones
cercanas auns solucion dada se io lsmars vecindsd.

La intencion de definir opimos iccales en lavecindadd de una solucion es buscar
enfre las cercanas a elis s mejor.

Una posibilided es definiv ia vecindad de una solucion como todas las
soluciones posibles. La opuesta es definirls como el coniunio formado por sla misme. Entre
estos dos exiremos pueden elegirse muchisimes vecindsdes, eslas dsben ser zencilias de
explovar pero no demasiado neguenas, de manera gue ef oplimo logs! sea lo pastenie buena.

Puede ser conveniente elegir una vecindsd pequefis, aun & riesgo de revisar
varias vecindades sntes de haller una solucion busna, o irabaisr con vecindsdes grandes,
pagando el costo de un mayor iempc de busqueda.

dos estos conceptos de LOCAL SEARCH se spoyan &n s
nlac ede resolverse Si und vecinGad es mejor JUE DUWs o % una
solucion inicial 0 conjunto de soiuciones iniciales es major que olro.

6.1 - CONCEPTOS GENERALES

DEFINICION 7:
Ur oplimo globs! de ung instancia (F.c) es un i periznedients & F tal gus
cffy <= c{y} para lofdn y nevienecienie 8 F.

8i {Fy, c:) es una instancia del GTSP, F, es el conjunid de todos los ciclos que
cumplen las resiricciones pars un graio dado y la funcion ¢ de coslo esla dads por la suma de
los costos de los srcos de la solucion facitible. £l GTSP 2¢ &l conjunle de todas las inslancias
correspondientes & grafos completos con funciones de coslo simelices que cumplien la

3

desiguaidad wiangular .-

DEFINICION 8: ‘
Dado un problema e optimizacion Z coninstancias (Fz.c7h una vecindad es

una funcion N: F; --» partes{F;) . definida pars coda instanciz.
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qua una instancia {F7, ©7) de un problema de opfimizacion 2y unas vezindad N
para dicha instancia, una solucion factible f de Fz sera un oplima local con VESpecm aisi
ci{h <= cfy) paraiodo y perteneciente a N{f).

Ejemplo:
Para =! problems del TSP se define la vecindsd 2-change como Npfy ={g /g

periencce 8 F y g puede obienerse de i removiendo dos arcos del ciclo y reemplazandolos por
dos arcos }

Se podris generalizer esla idsa pars, uns vecindad R-change.
TECHEMA T

Pare &l TSP el optimo iocal de N; no es necesarisments el optimo giohs! pero £l
optimo local de Ny (K numero de vertices) es ei optimo olobal.

[Pap 82
DEFINICIOHN 110

Unz sclucion local oplima para el TSP en una vecindad A-chenge s& Hama R-
opt.

Parz hallar uns solucion R-opt, e define le funcion MEJORAR:

MF JORAR = si eviste « perlenscienie a Ne {f} 12l que ofs) < cff) enloncee s
ging 'no’

U slgommo paie haliar un ciclo R-ozt es enionces:

pmc&durﬁ A- up jvar
] zmmq?

0o 4o

~ Este slgoritmo buzcs e! optimo en una vecindad.
Ei probiems shora g5 .

s encontrar una vecindad adecuatia
by dar una sojucion inicial {0 mas}

Por otro lado, se tene la posibilided -de buscoy pocos oplima: incales en
vecindades muy grandes, o buscar muchos en varias vecindades peausfias.
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Las vecindades R-change fusson estudiadss pars e! TSP, heciendo enfasis ea
N; vy N; [Bo &8, Cr 58, Li 85, HK 673, con las siguientes conclusiones empiricas:

a) Las vecindadas 2-change y 3-change resuitamn muy buenas y relstivamente
sencillas de utiiizar. : :

b) La vecindad 4-change resulto mejor que la 3-chai:ge, $2ro las mejoras son
tan pequenas gue no conviene enrentar el costo mayor de busqueds.

¢) La vecindad 3-change resulls lan poderose, que en la praclica 25 casi o
mismo COMeNnzar con ung solucion ‘buenz’ {aproximads) que con una hallada ol azar. Esio es
completamente contraintuitivo, en general se esperaria que empezando con solucionss buenas
Se consiguieran aproximaciones mejores.

- d) La probabiiidad (hallada empiricamente) de gue uns solucion 3-opt pars un
problems de 45 ciudades dado sea oplimo giobal, es sproximadamente de .04 Luego, para
100 corridas, comenzando de soluciones "al azar' la probabilidad de haller 2! cplimo global es
de 0.99 .

g) La probabmde& {haliada empiricamenie) de qu= ung solucion 3-op! sea el
optimo global es sproximadamente de 2 K10

Como conclusion de io anierior, se ve gue para & TSP es efechivo ulilizar
soluciones iniciales elegidas al azar, que 3-change e: una vecindad buena y gue muchss
corridas ayudan mucho para encondrsr uns solucion aproximada. El exito obteaido con el TBP
impuiso a ulilizar esta tecnica con olroz protilemes. Bin embarco, enofros problemss en jos gue
se deben definiv vecindades mas debiies, puede resulter conveniente comenzar con ung
solucion buene, tal vez halladz con un algoritno de aproximacion. ‘Lamentablemete, lodos los
resullados en este area no extan apoyados sobre una base tzorice, por Io que fpde hipotesis
debe jushificarse empiricamenie.

£l porecido entre =i problems del visjenls y & GTSP v la posibifidad de
encontrar con relativa facilidsd una buen: solucion inicisl con ios algoriimos propuestos
antericrmente, llevan a contempiar la posinilidad de ulilizar este melodo psra el GTSP.

5.2 - SOLUCIONES INICIALES AL GTSP

—a-Para-el pfab}ema del- TSF-es-efectivo-user-soluciones-inicisles elegides al—
azar [Pap 82] Oira posibitidad seria entonces gene.rar varias soluciones al azar para el GTSPy
tomarlas como saluciones iniciales.

b-Una posibilidad es tomer como soluciones iniciales aguellas que se oblienen
por ios algoriimos no optimos ya propuestos. Esto daria tres soluciones iniciales (Greedy, tree
algorithm y Christofides generalizado), o menos pues podrisn coincidir algunas.

c-Otrs posibilidad es generar las x primeras soluciones con ei slgoritmo
exponencial. Perc as obienidas £n a seran en la msyoria de ios casos mejores con respecio al
costo.Por otro lade ests idea no ds soluciones tolalmente al azar, ni soluciones ‘huenas’, ni
soluciones demasiado lejanas, por io tanie esta tecnica no se tomars en cuents.
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ADES PARA EL GTSP

a-La primers propy pests = naliar ia vecinaad 2-Change o 3-Coohge pars caas

subconunts de una naricion.
Ei cardinal de

i
2-change s:

con K »=3. Es importante que §5i8 RUMEYD SEd pohinomico con rehcnon @i numero fde m:oclnn

ya gue 4a una cota poiinomica del iempe que se reguiere pars reahzsr wiie husgueda enis

vecindad.

. eniss
Saoel {ni ei fﬁl"mo arco} pues el vesultado de remover es0s duv arcos y eorenar oiros dos
- ! g

- del prok Jls:: 3 fwuﬁﬁ jo mismo elegir & arcu {uy) gue el srco {yu). Ademas se side %

Esto se debe a que elegw!o un arco . no puedo elegir mngl,na e log adyac

=v Ios mismos} deria el mismo grafo . L3 division por fos BS DOVGUE = ios efecios
=f : i

© o pOrGuE Sing & NUMETD sy v{ -3} ¢ 2 seria negaliva y no lendnia sentide. Sclo 2t porgus
remover dos arcas en un cicle de dos o ires arcos obiigaria ‘a elegir dos arcos. a.jya.csrﬁes y B30
no puede pasay pov {o dicho ﬁnienu'mente i .

a-Usimemos 1-pent @ s vecindad que se nLur:Pe &l aplicer una funcion Ny tal

=fg/ g peviensse & By ¢ puede ohlensiss de | iniercambiando 2 nooos gl gralo de

mmera ‘lei oue cadda nodo r:ert=nezm aun ,,u;_scumunto de la paricion disitinto}

-

«uum fact

g}

UE
o de

D igusl manera se ouedP def'mr une vecindad m- pan, ohienicia a pariir de upa
jait= smuﬂndn fa funcion Mg to gue: B i=ig o perienece & F ¥ g puede -
! lercambiandc 2%m nodos del grafo de manera 18] gue m per!en:zaan aun

& ln neicion, y !g olros m hooos 2 oirg distintal. o

‘Para efio 38 pit de gue jos dos subconjuntos tengsn :qvti.nale iclomenis mayor

uecmdqﬂ i-part 2ste dado por:

m
[y]
=
e
&

=
e
o

'hx

=

Esie nurqero se debe a gue-cads cudad dei araio puede ser iniercambiada con

cuzlguiera que no este B sumisme subconiunto d2 le paricion. Se divide por 2 para no contar
arcos repetidos. -
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Para formalizar ei conceplo de vecindad 1- pan s inroducen ios siguieniss

[REEN

aoneepios

DEFIRICION 11 . .
Dads uns paficion uniforme JA,B} y elementos 2 en 4 y b en B, ia operacion
definida por. B
A'=(A-{a)) 1} b}
5'={B-{h}) U {3} 22 llama swap.

Una particion unilorme A,B 2stel que #A = FB
Consideremos el efecio gue tiene ] swap sobre el costo de la particion A.B.

- GEFINICION 12

Llamaremns costo externo asociade a un elememo a perlenemente s A )
Eig) = suma )
iend {d. es elcosto delarco (‘:W)) ) :

Liamaremos cosio interno asomada 3 un eiemento a o

Afgt=zums d

jené L -
D) zerals siim E{a} + lig; , ! cosh de un mdo T -
o LEMA L ’ ) . .
T Dadauna ’umo.x factivle L alsvap deavh renﬂé—a £n une reguccion de coslo
de " )

' gta) = off - t“" GRS MUNE - R dy b2 b CONdE (sl {ved)
(ov;) ¥ fv,b} son fos nuevos arcu,mcorpmados R o

BCFEML:BON 13 N R S
‘ & YECINDAD SWAP (Ns para un, problems de particiones uniormes &s
mies uniiormes A5 que pusdien sor obteninas de s parhoion-uniiorme -

- é B 0T un smpip gwﬁ-;s
: : B pLecﬁe :nmn'vav un swap ?a\:ur‘%b!P any: (NL“ -?!mmnandn o{aky nare noe ‘
S par & enh, b er; B -2e puede investiger ta vecindsd definids nor & wlercembio de dos
siemenios de & oo dos elementos d2 B sh TN % Este B la ides de Ny, . SE 00Crs
tormaiizer de! siguiente modo: B a T
Dadeuns parlicion -A1=A11 U A2, A:.-A?l UAZL A3, . AN un-eiemento de la
. uar“r‘r«-"d Ny serie: :

AU'=AT1U A2 AZ=AZI UAIZ A3 . AN
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mmar Iz pusguets de un swep favorahie PO une SECUEnCi
sin de e nsteocia del problema. Asi una secuencia favorable

de K &wa;:g B8 Gmﬁmda

iodos ins elementos ven V=AU B
_.%34‘ i-=~ gue g: =085,y 588 10 mas chizo posible.
v recaicular O,
3 " ohienisndo une sSecuencia e pares I S T < A

e slegide no se pueds elegir na:.vamente_

D7 esls forma se obliene una secuencia g, g'r‘ fque comesponde 2 los pares
=1 rEsul; & intercarmbier &l conjunto X={a,". &'} conY=ib', b’} es

=11 intercambiando todos 10z nedos de A conins de B
m 2 Gk s2atmining

~.5, de indos los subconjunios deda t:x;ﬂ;lr:on 2olp se ir. 3h ja con dosy
dinales diferenies  y iy nor io tanic se pide ki=h, k=i

c-4 parlir de iaides sugerida en b 82 PrODORE UN3 vemndad cOoR & funcion
{siguienie sigortmo:

I

definica por

 sofucion fr.:..ixbée Se pide gue A lenge sl menos dos miemiros

iL um" wuedn un Migmbro oe 4 igusl que anles pars cada elemento de (e
vecindad {vs gue N pusde s8r i

g 6!/

L5 ulfima posibiidad seria combinzy iodas estas idess. Pero acaui fambien se presaniern vanas
maneras nosibles de hacerlo.

lnz gz eliss seris dade una solucion faciible hallar ta vecindad con iz funcion definids en oy
para cadz elements de = vecindad npsu:'ar fa-funcion M-
zeda hallar le veoincad |-pEn medente i@ “funcion Ny, y pare cade eiemento de ls
ioze N Temblen s& padnis heller prunerc Z-change v luego 1-pant psra cads
thar'rm Fste melode podria generalizarse:

) ira o8

.. C,(H;_:gﬁ,—‘ QEPE M-RAT O H—r;hd.nz:t.“-
fagmitiendo ef abusn fe notacion pues ¥ v estar definidas de F ey partes{

£c claro gue la mejm oponn 2 na estratedis comiinada Foe _oncsab.
intuitive se justilica de is <igiente maneva
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TECREMA &
NN 06) = #N: o (N20) = BN, () % 4N )

Ses funa solucion iricial, y sean gl=#N . G1=N. {0, 02= 8N, 2 {ft G2=N, (.
(N7 Ny (fH={Nz{N; , (03). eslo es sphicar la funcion N; . @ la solucion micial {, y luego aplicer 87 =
cada elemento de! conjunio G1.

#MNy Ny (D)= suma &N, (g)
geni: )

Pero coma &Ny (= gl pera cusiguier {, entonces B{N,{Ny,{fj)j= g1%g2

Ny Noj =Ny, Nz (D)) esto e aplicar Ia fuacion it; 5 la solucion inicial | y iuBgo sphicsr 1. 5
cada eiements del conjunio G2

# o N )= suma Ny (o)
g en iy}

Nuevame:is como #N, =02 pars cuslguier i, entonces #MNy N (i} =02

TEGREMA &

R-change este incluida en R-change de m-par? (dusiments m-par! eote incluics
en m-pat de R-change) v m-par esta incluids en R-change ge mi-pan {dualmenie R-change etls
incluiciz en m-pari de R-change}.

La demostracion es trivisl. Dade la funcion Ngy M
inchida en Ne{Np,, (). { parlenece a Nl ya N {). For olro
notacion que represenia en realidad

Np{Nmp () = U {Ng{o) / g perienece e N {3 )

En pariiculer.como | perenece s \wm Nz{ Bsta incluics en ta gran umion
luego Ng{f esta incluidc en Ne (M),

Como h perlenece a Nx(h)., pars cada g perienecienis a Mo, g perenece 3
Nr{g). Luego peraicdo g en M {f). g esta en Is union definide mss ariba. Lusoo, Ny () este
incluido en NgiNp, D). - )

Dusimenie se demuestra Ia segunds aiirmacion

Quedaria ahora por definir que esirstegis combinads de las posibies slegimos.

LEMA 2:
) £n fo vecindad 2-change de una soiucion faciible § dadses ios arcos S50y
£2.3,4) de un cicio C de ia solucion {, queds determinado un unico vecino de | sscanno esos
arcn.,, y o5 arcos que los substituyen son (5,54 ¥ (54,53

Este lema se ohserva graficamante. Deben verificarss POy Separadc (oS casos
{8} los arcos son sdyacentes y () los arcos no son adyacenies

TEOREMA 16
N; {NR‘} N1D(N¢}
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Demostracion.

Ny (N, (B) = Union  Ny,(a)
g en Nif)

Dado r en Ny, (No{}) existe h en Ny{f) tel que 7 perlenece & Ny {n).

Por el iema. anteriar, como h perienece a NZ{§, h esta univocamente determinado por ios arcas
elepidos.

Sean {3, 87} ¥ {$3. 54 los arcos elegidos. Por el lema anferior, los cambios fusron

Vw»ﬁ">k159
(s3.54 > {52.89

Sifls,. 9. (85, s =1(51. 83 . {s;. 5} (en esie casc ios sroos serian adyacentas) se tene hi={

fuego Ny, (b} = Ny {) por un teorems anterior este incluido en NN {f) lusgo N«J\;’ﬁ) esia
incluido en Ny [Ny ().

Es sencilin ver gue si r esta en Ny (), 7 esle univocamente determinado por io: verlices vy, vy
elegidos para el cambio.

Anglisis por casos:

8) vy =V, luega v = h, luego r esta &n Ny{f-par i tearema antavior esta en Ny ()

) ¥ < vy ==> vy esla en Pl y vy 25la en P2 con P1C-P2 elementos de le pertician inducite
par {2 solucion faclible {.
Hay dos posibilidades:
b1} sin perdide de generalidad, vy = §¢.
b2y <> gparaj=1.4i=12
Por &l lema antenor, loda olra posibilidsd es equivalenie (5.p.9:) a alguns de estas dos.

En el caso b2) la splicacion de iss unciones es lotadmente conmulative, es decir,

sisefiegads faheligiendo {ss7) y (5359 y oe o refigiendo v vy sepuede fegardetoh' —
eligiendo primero v; y v ¥ luego de b' 8 ¢ eligiento (51.5;) y (53,54, La verification de que
ambas transiormaciones son validas {flevan de una solucion faclible » owa solucien faclible) es
muy sencille.
En el caso ki) tenemos gue:

vy = s, luego como P1 <P vy <> 52i=1.4

de f se liega a h por una fransformacion ssocieda a Ny y de h 8 v por una asociada 3 N,

f->h-->v
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5 adyacenies v .

. Por o viste mes amiba v el lema gntericy,

on vasing gue cumple las bansiormacic
ﬂm es S'EJSB.!T{E”]!E r.

robzan oue tyofR-{0) esle inchido en M) para © i

i- {1} = £Mo {4, ) pora iodo fse deduce que NypfNy) = Nolh )

asle resuiiado pusda generalizarse param v 7 arbilvsrios sungus
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8.4 - METGDO DE BUSQUEDA

Pueden aplicarse varios metodos de busqueda. Uno de ellos seria adoptar fa
primer solucion que s& encuentre en la vecindad gque ses mejor gue I8 gue =2 tiegne. El oo
exlremo sevis buscar en toda la vecindad hasta enconirar Ia mejor soiucion y adoniarin :

Se debe tener en cusnis, tambien, !s ides de REDUCCICN tn ejem,:!ﬁ de lz
aplicacion de esia ides en el TSP es: o oblenar varios oplimos locsles, se observa que lienen
srcos en comun. Una esivalegis es, enlonces, fijar esos arcos ¥ seguir buscando oers ahora con
mMEnDs arcos: se redujc el espacio de busgusda y se frabaje en subconunios de las
vecindades.

© Oflra idea, llamada DEMAL conciste en hacer exsctamente o opuesic. Esto:

arcos que aparecen repetidos se prohiben, ya que s& piensa que huscer siempre “por ese
lado" puede estsy enganando a la estrategis. Se fuerza a respelar ls heuristica perc pars un
conjunto de soluciones alejado sl que se estuvd revisando haste el momenlo. Esio sirve sobre
iodo si la solucion octenida se aleja mucho del cptimo.

En el momenta de implementar el algoritmo, tambien debe tenerse en cuenis gf
orden en el gue se va a reslizar la busuueda Este orden puede tener o no imporancia
dependiendo del problema.

7 - CONCLUGIONES

En este trabajo se presenta una generalvzaacr de un prahlems muy conocido.
A traves dei GTSP se intenta ejemplificar una metodologis de irabajc pars enfreniar y resolver
problemas muy complejos, ya sea usando ‘soluciones & problemas similarez o izcnicss
modernas como locsl search.

Al haber contado con una formalizacion det concepto de vecindad, se puieron
obiener veiiosos resultados teericos.

Lss conclusiones halledas acerca ds Ia complejidad del GTER sirviernn dP
impulso pars buscsr distiniss soluciones aproximadss de iempo polinomics

Es importante tener en cuenta que el GTSP es una posible generslizacion al
problems det visjante. otras generalizeciones podnan aporiar distnles ideas & los iemas
plarteados.

En el Wrebajo se precerntsron vsnos algoritmos. Payx poder compsrarios y

abiener conclusiones mas precisas sevia inleressnte implemeniarios v hacer estadisticas sohre

ellos.
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